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1. Teorema del limite central
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Teorema

Teorema

Sean X1, Xa, ..., X, variables aleatorias que tienen la
misma distribucién de media ;1 y de varianza o?. Si
n — 00, entonces la distribucion de

X1+X2++Xn

es aprozimadamente normal de media nu y de varianza no?.

Corolario
La variable aleatoria

Xi+Xo+...+ X, —nu
oy/n

sigue aproximadamente una distribucion normal
estandar.

A. Blondin Massé (UQAC) Capitulo 5 3/ 43



Ejemplo (1/2)

» Una compania de seguros tiene 25000 clientes.

» El precio reclamado anualmente por un cliente es una
variable aleatoria de media 320$ y de desviacién
estandar 540$.

» ;Cudl es la probabilidad que la cantidad total reclamada
por los clientes sea mayor que 8,3M$.
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Ejemplo (1/2)

» Una compania de seguros tiene 25000 clientes.

» El precio reclamado anualmente por un cliente es una
variable aleatoria de media 320$ y de desviacién
estandar 540$.

» ;Cudl es la probabilidad que la cantidad total reclamada
por los clientes sea mayor que 8,3M$.

» Sea X; la cantidad reclamada por el cliente i y
X=>" X.
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Ejemplo (1/2)

» Una compania de seguros tiene 25000 clientes.

» El precio reclamado anualmente por un cliente es una
variable aleatoria de media 320$ y de desviacién
estandar 540$.

» ;Cudl es la probabilidad que la cantidad total reclamada
por los clientes sea mayor que 8,3M$.

» Sea X; la cantidad reclamada por el cliente i y
X=>" X.

» Como n est bastante grande, se aplica el teorema del
limite central.
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Ejemplo (2/2)

» Aqui, n = 25000.
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Ejemplo (2/2)

» Aqui, n = 25000.

» Entonces, por el teorema del limite central, tenemos
que X es aproximadamente normal con parametros

p = 320 x 25000 = 8 x 10°
o = 540v/25000 ~ 8,5381 x 10%.
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Ejemplo (2/2)

» Aqui, n = 25000.

» Entonces, por el teorema del limite central, tenemos
que X es aproximadamente normal con parametros

p = 320 x 25000 = 8 x 10°
o = 540v/25000 ~ 8,5381 x 10%.

» Consecuamente,

P(X > 8,3 x 10%)
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Ejemplo (2/2)

» Aqui, n = 25000.

» Entonces, por el teorema del limite central, tenemos
que X es aproximadamente normal con parametros

p = 320 x 25000 = 8 x 10°
o = 540v/25000 ~ 8,5381 x 10%.

» Consecuamente,

8.3 x 10 — 8 x 10°
P(X >83x10%) ~ P<Z> s x )

8,5381 x 104
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Ejemplo (2/2)

» Aqui, n = 25000.

» Entonces, por el teorema del limite central, tenemos
que X es aproximadamente normal con parametros

p = 320 x 25000 = 8 x 10°
o = 540v/25000 ~ 8,5381 x 10%.

» Consecuamente,

8.3 x 10 — 8 x 10°
P(X>83x10% ~ PlZ>=
(X > 8,3 107) ( ~ T 85381 x 102 )

~ P(Z>351)
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Ejemplo (2/2)

» Aqui, n = 25000.

» Entonces, por el teorema del limite central, tenemos
que X es aproximadamente normal con parametros

p = 320 x 25000 = 8 x 10°
o = 540v/25000 ~ 8,5381 x 10%.

» Consecuamente,

8.3 x 10 — 8 x 10°
P(X>83x10% ~ PlZ>=
(X > 8,3 107) ( ~ T 85381 x 102 )

~ P(Z>351)
~ 0,00023.
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Aplicacién (1/3)

» El peso total W en toneladas que un puente puede
soportar tiene una distribucién normal de media 400 y
de desviacion estandar 40.

» Suponemos que el peso en toneladas de un carro sigue una
distribuciéon normal de media 3 y de desviacién
estandar 0,3.

» ;Cuantos carros son necesarios para que el riesgo que haya
un problema sea mayor que 10 %?
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Aplicacién (1/3)

» El peso total W en toneladas que un puente puede
soportar tiene una distribucién normal de media 400 y
de desviacion estandar 40.

» Suponemos que el peso en toneladas de un carro sigue una
distribuciéon normal de media 3 y de desviacién
estandar 0,3.

» ;Cuantos carros son necesarios para que el riesgo que haya
un problema sea mayor que 10 %?

» Suponemos que hay n carros en el puente y sea W; el
peso del carro i.
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Aplicacién (1/3)

» El peso total W en toneladas que un puente puede
soportar tiene una distribucién normal de media 400 y
de desviacion estandar 40.

» Suponemos que el peso en toneladas de un carro sigue una
distribuciéon normal de media 3 y de desviacién
estandar 0,3.

» ;Cuantos carros son necesarios para que el riesgo que haya
un problema sea mayor que 10 %?

» Suponemos que hay n carros en el puente y sea W, el
peso del carro i.

» Obtenemos

P, = PWi+Wy+---+W,>W)
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Aplicacién (1/3)

» El peso total W en toneladas que un puente puede
soportar tiene una distribucién normal de media 400 y
de desviacion estandar 40.

» Suponemos que el peso en toneladas de un carro sigue una
distribuciéon normal de media 3 y de desviacién
estandar 0,3.

» ;Cuantos carros son necesarios para que el riesgo que haya
un problema sea mayor que 10 %?

» Suponemos que hay n carros en el puente y sea W, el
peso del carro i.
» Obtenemos
P, = PWi+Wy+---+W,>W)
= PWi+We+---4+W,—W>0).

A. Blondin Massé (UQAC) Capitulo 5 6 /43



Aplicacién (2/3)

» Por el teorema del limite central, Y ;" | W; es
aproximadamente normal de media 3n y de varianza
(0,3)%n = 0,09n.
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Aplicacién (2/3)

» Por el teorema del limite central, Y ;" | W; es
aproximadamente normal de media 3n y de varianza
(0,3)%n = 0,09n.

» También, parece razonable que W y las W; son
independentes;

A. Blondin Massé (UQACQC) Capitulo 5 7/ 43



Aplicacién (2/3)

» Por el teorema del limite central, Y ;" | W; es
aproximadamente normal de media 3n y de varianza
(0,3)%n = 0,09n.

» También, parece razonable que W y las W; son
independentes;

» W sigue una distribucién normal de tal manera que la
variable aleatoria X = Z?zl W; — W es aproximadamente
normal con

= 3n — 400

Sowi-w

=1

E[X] = E

5
E
[

i=1

n
Var (Z Wl-) + Var(W) = 0,09n + 1600.
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Aplicacién (3/3)

» Buscamos z que satisface P(Z > z) = 0,1;
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Aplicacién (3/3)

» Buscamos z que satisface P(Z > z) = 0,1;

» Leyendo una table de distribucién normal, z =~ 1,28.

A. Blondin Massé (UQAC) Capitulo 5 8 /43



Aplicacién (3/3)

» Buscamos z que satisface P(Z > z) = 0,1;
» Leyendo una table de distribucién normal, z =~ 1,28.
» Entonces, buscamos n de tal manera que

400 — 3n < 1.8,
v/0,09n + 1600
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Aplicacién (3/3)

» Buscamos z que satisface P(Z > z) = 0,1;
» Leyendo una table de distribucién normal, z =~ 1,28.
» Entonces, buscamos n de tal manera que

400 — 3n < 1.8,
v/0,09n + 1600

» Obtenemos

400 — 3n

+/0,09n + 1600

=1,28
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Aplicacién (3/3)

» Buscamos z que satisface P(Z > z) = 0,1;
» Leyendo una table de distribucién normal, z =~ 1,28.
» Entonces, buscamos n de tal manera que

_400—3n < 1,28.
+/0,09n + 1600

» Obtenemos

400 — 3n

+/0,09n + 1600

=1,28 = 160000 — 2400n + 9n? = 1,282(0,09n + 1600)
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Aplicacién (3/3)

» Buscamos z que satisface P(Z > z) = 0,1;
» Leyendo una table de distribucién normal, z =~ 1,28.
» Entonces, buscamos n de tal manera que

400 — 3n <198,
/0,091 + 1600
» Obtenemos

400 — 3n

——————— =128 = 160000 — 2400n 4 9n? = 1,282(0,09n + 1600)
/0,097 + 1600

= 9n? — 2400,147456n + 157378,56 = 0
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Aplicacién (3/3)

» Buscamos z que satisface P(Z > z) = 0,1;
» Leyendo una table de distribucién normal, z =~ 1,28.
» Entonces, buscamos n de tal manera que
400 — 3
oo <1,28.
/0,091 4+ 1600
» Obtenemos
400 —3n B 2 _ 1 0g2
AT 1,28 = 160000 — 2400n + 9n? = 1,282(0,09n + 1600)

= 9n? — 2400,147456n + 157378,56 = 0
= n~116,2110 0n ~ 150,4721.
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Aplicacién (3/3)

» Buscamos z que satisface P(Z > z) = 0,1;

» Leyendo una table de distribucién normal, z =~ 1,28.
» Entonces, buscamos n de tal manera que
400 — 3n
— < 1,28.
/0,091 4+ 1600
» Obtenemos
400 — 3
ST 198 = 160000 — 2400n + 9n2 = 1,282(0,09n + 1600)
/0,007 + 1600
= 9n? — 2400,147456n + 157378,56 = 0
= n~116,2110 0o n ~ 150,4721.
» Pero, hay que rechazar n ~ 150,4721 (falsa solucién).
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Aplicacién (3/3)

» Buscamos z que satisface P(Z > z) = 0,1;

» Leyendo una table de distribucién normal, z =~ 1,28.
» Entonces, buscamos n de tal manera que
400 — 3n
— < 1,28.
/0,091 4+ 1600
» Obtenemos
400 — 3
ST 198 = 160000 — 2400n + 9n2 = 1,282(0,09n + 1600)
/0,007 + 1600
= 9n? — 2400,147456n + 157378,56 = 0
= n~116,2110 0o n ~ 150,4721.
» Pero, hay que rechazar n ~ 150,4721 (falsa solucién).

» Asi, a partir de n > 117, el riesgo es mayor que 10 %.
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Aproximacion de una variable binomial

» Sea X una variable aleatoria binomial de pardmetros
(n,p);
» Entonces
X=X1+Xo+...+ X,,

donde
{1, si la prueba 7 es un éxito;
Z’ =

0, de otra manera.
» También,
EXi]l=p vy Var(X;)=p(l-p).
» Por el teorema del limite central
X —np
np(l —p)
es aproximadamente normal estandar.
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Ejemplo (1/2)

» En un programa de estudios, el nimero promedio de
estudiantes que son aceptados cada ano es 150.

» En el pasado, cerca de 30 % de los estudiantes se inscriben
de hecho al programa.

» Consecuamente, el director del programa acepta 450
aplicaciones por ano.

» ;Cudl es la probabilidad que mas de 150 estudiantes
decidan inscribirse en el programa?
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Ejemplo (2/2)

» Sea X el numero de estudiantes que se inscriben al
programa.
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Ejemplo (2/2)

» Sea X el numero de estudiantes que se inscriben al
programa.

» Asumiendo que los estudiantes se inscriben de manera
independentes, tenemos que X ~ B(450;0,3).
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Ejemplo (2/2)

» Sea X el numero de estudiantes que se inscriben al
programa.

» Asumiendo que los estudiantes se inscriben de manera
independentes, tenemos que X ~ B(450;0,3).

» Entonces

1=151 =151

P(X > 150) = § P(X =i) = § <4§0> (0,3):(0,7)*50".
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Ejemplo (2/2)

» Sea X el numero de estudiantes que se inscriben al
programa.

» Asumiendo que los estudiantes se inscriben de manera
independentes, tenemos que X ~ B(450;0,3).

» Entonces

P(X > 150) = § P(X =i) = § <4§0> (0,3):(0,7)*50".

1=151 =151

» Es imposible calcular esta suma a mano.
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Ejemplo (2/2)

» Sea X el numero de estudiantes que se inscriben al
programa.

» Asumiendo que los estudiantes se inscriben de manera
independentes, tenemos que X ~ B(450;0,3).

» Entonces

o X (450 . _
P(X > 150) = Z P(X = z) = Z ( : )(073)1(077)450—1.
i=151 i=151

» Es imposible calcular esta suma a mano.

> Se puede aproximar con una distribucién normal:

150,5 — 450 - 0,3
P(X>150)zP(Z>%

> ~ P(Z > 1,59) ~ 0,06.
V450-0,3-0,7
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Correccion de continuidad

» La distribucién binomial es discreta mientras que la
distribuciéon normal es continua;

» Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucién
binomial;

» Tenemos que P(X =i) = P(i — 0,56 < X <i+0,5);

» Cuando se aproxima por una distribucién normal, es mejor
corrigir agregando o restando 0,5.

» En el ejemplo, preferimos

150,5 — 450 - 0,3
P(X >150) = P(X > 1505)~ P | Z > ’ ’
(x> 150) (X > 150,5) < = \/45().0,3-0,7)

150 — 450 - 0,3
V450 0,3-0,7 /)
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Tabla de contenidos

2. La media muestral
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La media muestral

Definicién

Sea una poblacion de objetos. A cada objeto se asocia un valor
numerico. Esta poblacion tiene una media . conocida y una
varianza o> non conocida. Sea

X1, Xo,...,Xn

una muestra de esta poblacion. Entonces la media muestral

es
Xi+Xo+---+ X,

n

X =
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La media muestral es una variable aleatoria

» Suponemos que una muestra X, Xo, ..., X, se elige al
azar;

» Entonces X es una variable aleatoria;

» ;Cudl es la distribucién de X?
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Esperanza de la media muestral

Se puede calcular la esperanza de X sin conocer su
distribucién:

Xi+Xo+ -+ X,
n

EX] = FE
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Esperanza de la media muestral

Se puede calcular la esperanza de X sin conocer su
distribucién:

Xi+Xo+ -+ X,
n

(E[X1] + E[Xo] + -+ + E[X])

&

E[X] =

SEE
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Esperanza de la media muestral

Se puede calcular la esperanza de X sin conocer su

distribucion:
. X+ Xo4+ -+ X,
EX] = E 1+ Xo+ -+
n
1
= E(E[X1]+E[X2]+"'+E[Xn])
1
= Jtpttp
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Esperanza de la media muestral

Se puede calcular la esperanza de X sin conocer su

distribucion:

E[X]

A. Blondin Massé (UQAC)

Xi+Xo+ -+ X,
n

(E[X1] + E[Xo] + -+ + E[X])

&

(m+p+-+np

T O3l S
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Varianza de la media muestral

De manera similar, se calcula la varianza:

o X+ Xo+---+ X,
Var[X] = Var( L 2: + )
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Varianza de la media muestral

De manera similar, se calcula la varianza:

o X+ Xo+---+ X,
Var[X] = Var( L 2: + )

= % (Var(X;) + Var(Xsa) + - - - + Var(X,,))
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Varianza de la media muestral

De manera similar, se calcula la varianza:

o X+ Xo+---+ X,
Var[X] = Var( L 2: + )

= % (Var(X;) + Var(Xsa) + - - - + Var(X,,))

— %(024-0-2_1_..._1_0-2)
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Varianza de la media muestral

De manera similar, se calcula la varianza:

o X+ Xo+---+ X,
Var[X] = Var( L 2: + )

= % (Var(X;) + Var(Xsa) + - - - + Var(X,,))

— %(024-0-2_1_..._1_0-2)
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Varianza de la media muestral

De manera similar, se calcula la varianza:

o X+ Xo+---+ X,
Var[X] = Var( L 2: + )

1

= (Var(X;) + Var(Xz) + - - - + Var(X,,))
1 9 2 2

= ﬁ(a +o -|—----|—J)

= —5 ho
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Distribucién de X

» La variable X tiene una esperanza de y;

> Se puede estimar y;

» ;Cuadl es la calidad de la estimacién?
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Distribucién de X

La variable X tiene una esperanza de

v

v

Se puede estimar y;

v

;,Cudl es la calidad de la estimacién?

v

Depiende de la dispersién de X;
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Distribucién de X

La variable X tiene una esperanza de

v

v

Se puede estimar y;

v

;,Cudl es la calidad de la estimacién?

v

Depiende de la dispersién de X;

» Notamos que Var(X) = o2 /n;
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Distribucién de X

La variable X tiene una esperanza de

v

v

Se puede estimar y;

v

;,Cudl es la calidad de la estimacién?

v

Depiende de la dispersién de X;
» Notamos que Var(X) = o2 /n;

» Consecuamente, cuando n — oo, Var(X) — 0;
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Distribucién de X

» La variable X tiene una esperanza de y;

> Se puede estimar y;

» ;Cuadl es la calidad de la estimacién?

» Depiende de la dispersién de X;

» Notamos que Var(X) = o2 /n;

» Consecuamente, cuando n — oo, Var(X) — 0;

» En otras palabras, mayor es la muestra, mayor es la
probabilidad que X sea una estimacion correcta para .
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Aplicacién del teorema del limite central

Teorema

Sea X1, Xa, ..., Xy, una muestra de una poblacion de media p
y de varianza o®. Sea

X — Z?:l Xi'
n

Entonces la variable aleatoria

X—p
o/vn

stgue aprorimadamente una distribucion normal estandar.

Nota

De manera general, para que la aproximacion sea aceptable, es
preferable que n > 30.
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Ejemplo (1/2)

» Se mide la distancia entre la Tierra y una estrella.

» Como es dificil tener una medida precisa, se toman varias
medidas.

» Suponemos que las medidas son independentes, que la
media es d y que la desviacién estandar es 2 anos-luz.

» ;Cuédntas medidas se deben tomar para estar seguro a 95 %
que la estimacién es correcta con un error de £0,5
anos-luz?
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Ejemplo (1/2)

» Se mide la distancia entre la Tierra y una estrella.

» Como es dificil tener una medida precisa, se toman varias
medidas.

» Suponemos que las medidas son independentes, que la
media es d y que la desviacién estandar es 2 anos-luz.

» ;Cuédntas medidas se deben tomar para estar seguro a 95 %
que la estimacién es correcta con un error de £0,5
anos-luz?

» Sea n el nimero de medidas tomadas.
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Ejemplo (1/2)

» Se mide la distancia entre la Tierra y una estrella.

» Como es dificil tener una medida precisa, se toman varias
medidas.

» Suponemos que las medidas son independentes, que la
media es d y que la desviacién estandar es 2 anos-luz.

» ;Cuédntas medidas se deben tomar para estar seguro a 95 %
que la estimacién es correcta con un error de £0,5
anos-luz?

» Sea n el numero de medidas tomadas.

» Entonces X es aproximadamente normal de media d y de
desviacion estandar 2//n.
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Ejemplo (2/2)

» Consecuamente, la probabilidad que X sea dentro del
intervalo de error es

P(-05< X —d<0,5)

A. Blondin Massé (UQAC) Capitulo 5 21 / 43



Ejemplo (2/2)

» Consecuamente, la probabilidad que X sea dentro del
intervalo de error es

P(-05<X—-d<05) = P<_O’5 X—d 0’5)

2/vn " 2R 2
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Ejemplo (2/2)

» Consecuamente, la probabilidad que X sea dentro del
intervalo de error es

P(-05<X—-d<05) = P <2_/?/5ﬁ < )2(/\_/; < 2?’55)

P(—Vn/A< Z < /n/4)

Q
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Ejemplo (2/2)

» Consecuamente, la probabilidad que X sea dentro del
intervalo de error es

P(-05<X—-d<05) = P <2_/?/5ﬁ < f/\_/ﬁd < 2?’55)
P(—Vn/A< Z < /n/4)

P(Z < \/n/4) - P(Z < —/i/4)
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Ejemplo (2/2)

» Consecuamente, la probabilidad que X sea dentro del
intervalo de error es

P(-05<X—-d<05) = P <2_/?/5ﬁ < f/\_/ﬁd < 2?’55)
P(—Vn/A< Z < /n/4)

P(Z </n/4) — P(Z < —V/n/4)
= 2P(Z <+/n/4) — 1.
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Ejemplo (2/2)

» Consecuamente, la probabilidad que X sea dentro del
intervalo de error es

P(-05<X—-d<05) = P <2_/?/5ﬁ < )2(/\_/; < 2?’55)
~ P(—v/n/4 < Z <+\/n/4)
= P(Z <+/n/4) — P(Z < —/n/4)
= 2P(Z <+/n/4) - 1.

» Buscamos n que satisface 2P(Z < y/n/4) —1 > 0,95, es
decir
P(Z < +/n/4) > 0,975.

A. Blondin Massé (UQAC) Capitulo 5 21 / 43



Ejemplo (2/2)

» Consecuamente, la probabilidad que X sea dentro del
intervalo de error es

P(-05<X—-d<05) = P <2_/?/5ﬁ < )2(/\_/; < 2?’\%)
~ P(—v/n/4 < Z <+\/n/4)
= P(Z <+/n/4) — P(Z < —/n/4)
= 2P(Z <+/n/4) - 1.

» Buscamos n que satisface 2P(Z < y/n/4) —1 > 0,95, es
decir
P(Z < +/n/4) > 0,975.

» Entonces, v/n/4 > 1,96 de tal manera que n > 62.
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Tabla de contenidos

3. Las distribuciones x? y Student
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Definicién

Definicién

Sean Z1, Zs, ..., Zy variables aleatorias normales
estandares independentes. Entonces la variable

n
X=) Z=Z+Z+ - +7Z.
i=1

sigue una distribucion de x> con n grados de libertad y se
escribe
X ~ 2.
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. 2
Densidad de x*

Densidad de la distribucion de x?

0.50 T T I I I
n=1 ———
n=2 ————
n=3 —
n=4 ——
0.40 -
n=6 ———
n=7 ——
n=8 ——
< 0.30
<
=
g
A 020
X
0.10 |-
0.00 ‘ \ ===
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0
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Tabla de x?

Tabla de los valores de la FDA de x?
con n grados de libertad
Sea X ~ x2. Cada entrada de la tabla corresponde a la probabilidad P(X > ). Por ejemplo, para

n = 6, tenemos
P(X > 1.237) = 0.975

end la entrada a la it ién de la fila n = 6 y de la columna 0.¢

que se obtiene le

0975 | 0.95 | 005 [ 0.025 [ 001
0.001 | 0.004 | 3841

0.051 | 0.103 1

0216 | 0352 | 7.815
0484 | 0.711 | 9488
0.831 | 1145 | 11070
1.237
1.690
2.180
2,700
3.247
816
4404
5.009
5.629
6.262
6.908
7.564
8.231
8.907
9.591
10.283
10.982
11.689
12.401
13.120
13.844

32.852
34.170
35.479
36.781
38.076
39.364
10.646
41.923

16.791

18.493

A. Blondin Massé (UQAC) Capitulo 5 25 / 43



Distribucion de Student

Definicién

Sea Z una variable aleatoria normal estdndar y x> una
variable aleatoria que tiene una distribucion de x> conn
grados de libertad. Suponemos que Z y x> sean
independentes. Entonces la variable

_Z
VX&E/m

sigue una distribucion de Student o una t-distribucion con
n grados de libertad.

T, =
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Densidad de Student

Densidad de la distribuciéon de Student
T T T

Densidad
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Tabla de Student

Tabla de los valores de la FDA de una distribucién
de Student con n grados de libertad
Sea X ~ T,,. Cada entrada de la tabla corresponde a la probabilidad P(X < ). Por ejemplo, para

n =6, tencmos
P(X <1.943) = 0.95,

e se obf endo la entrada a la intersecci

n de la fila n = 6 y de la columna 0.95.

090 [ 0.95
3.078 | 6.311
1.886 | 2.920
1.638 | 2353
2.132
2,015
1.943
1.895
1.860
1.833
1.812
1796
1.782
1771
1.761
1.753
1.746
1.740
1734
1.729
1.725
1.721
1717
1714
1711
1.708
1706
1703
1.701
1.699
1697 | 2042 | 2457 | 2750
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Propiedades de las dos distribuciones

» Sean X y Xs dos variables independentes que siguen
una distribucién x2, con grados de libertad ni y no;

» Entonces X + X5 sigue una distribucién x? con grados de
libertad ni + no;

» La distribucién x? permite estimar la varianza de una
muestra;

» La distribuciéon de Student permite realizar pruebas de
hipodtesis.
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Tabla de contenidos

4. La varianza muestral
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La varianza muestral

Definicién

Sean X1, Xa, ..., X, variables aleatorias de una distribucion de
media . y de varianza o®. Sea X la media muestral.

Entonces . o
i (X — X)?
n—1

5 =

se llama varianza muestral y
S =52

se llama desviacion estdndar muestral.
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Esperanza de la varianza muestral (1/2)

» Sabemos del capitulo 1 que

n

E E x? — nT
=1
para cualquier vector de niimeros x = (r1, T2, ...,Ty).

» Entonces,
(n—1)S Z X2

» Calculamos la esperanza de los dos lados de esta igualdad.
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Esperanza de la varianza muestral (2/2)

(n —1)E[S?]
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Esperanza de la varianza muestral (2/2)

(n—1)E[S?] = E[(n—1)5?
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Esperanza de la varianza muestral (2/2)

(n—1)E[S?] = E[(n—1)5?

z": X? - n72]

=1
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Esperanza de la varianza muestral (2/2)

(n—1)E[S?] = E[(n—1)5?

ZXZ? —nX’

=1

n
> X!
i=1

= E — nE[X]]
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Esperanza de la varianza muestral (2/2)

(n—1)E[S?] = E[(n—1)5?
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Esperanza de la varianza muestral (2/2)

(n—1)E[S?] = E[(n—1)5?
zn:Xf —nX’
=1

n
> X!
i=1

= nE[X? - nE[X’
= n(Var(Xy) + E[X1]%) — n(Var(X) + E[X]?)

= b

= E — nE[X]]
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Esperanza de la varianza muestral (2/2)

(n—1)E[S?] = E[(n—1)5?
zn:Xiz —nX’
=1

n
> X!
i=1

= nE[X? - nE[X’
= n(Var(Xy) + E[X1]%) — n(Var(X) + E[X]?)

= no? +np® —no?/n — np?

= b

= E — nE[X]]
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Esperanza de la varianza muestral (2/2)

(n—1)E[S?] = E[(n—1)5?
zn:Xiz —nX’
=1

n
> X!
i=1

= nE[X2 - nEX
n(Var(X1) + E[X1]?) — n(Var(X) + E[X]?)
no® + np® —no®/n — np?

= n02—02

= b

= E — nE[X]]
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Esperanza de la varianza muestral (2/2)

(n—1)E[S?] = E[(n—1)5?
zn:Xiz —nX’
=1

n
> X!
i=1

= nE[X2 - nEX

n(Var(X1) + E[X1]?) — n(Var(X) + E[X]?)
no® + np® —no®/n — np?

n02 — 0'2

= (n— 1)02,

= b

= E — nE[X]]

de tal manera que F[S?] = o2.
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Tabla de contenidos

5. Muestras de poblacion
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Poblacién normal

» Sea una muestra X1, Xo, ..., X, de una poblacién normal
de media y y de varianza o?;

La media muestral es

X = > ie1 Xi|
n Y

v

» La varianza muestral es

SQ — Z?:l (XZ - 7)2 .
n—1 ’

. Cudles son las distribuciones de X y S%?

v
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Distribucién de X

» Como X; ~ N (u,0?), tenemos que X sigue una
distribucién normal de media

EX|=u

y de varianza
2

— o
Var(X) = —.
®=2

» Consecuamente:

Teorema

La variable -
X—p

o/vn

stgue una distribucion normal estandar.
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Distribucién de S?

Teorema

Si X1, Xo, ..., X, es una muestra de una poblacion normal
de media 1 y de varianza o2, entonces

(n—1)92

o2

sigue una distribucion de x?> con n — 1 grados de libertad.
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Independencia de X y S?

Teorema

Si X1, Xo, ..., X, es una muestra de una poblacion normal
de media i y de varianza o?, entonces las variables
aleatorias X y S? son independentes.

Corolario

La variable aleatoria

X—up
S

T=vn

sigue una distribucion de Student con n — 1 grados de
libertad y se escribe T ~ t,_1.
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Ejemplo

» El tiempo de uso de un procesor para procesar una tarea
sigue una distribucién normal de media 20
nanosecondes y de desviacion estandar 3
nanosecondes.

> Se recoge una muestra de 15 tareas.

» ;Cudl es la probabilidad que la varianza de la muestra sea
mayor que 127
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Ejemplo

» El tiempo de uso de un procesor para procesar una tarea
sigue una distribucién normal de media 20
nanosecondes y de desviacion estandar 3
nanosecondes.

> Se recoge una muestra de 15 tareas.

» ;Cudl es la probabilidad que la varianza de la muestra sea
mayor que 127

» Tenemos n = 15y 0% = 9.

» Entonces

1452 14
9

P(S?>12)=P ( > 12) = P(x%, > 18,67) ~ 0,1779.
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Calculadores

A veces, las tablas son incompletas, tenemos que utilizar
ordenadores para calcular las probabilidades;

v

» Por ejemplo, P(x214 > 18,67) y P(x214 < 18,67) no se
encuentran en la tabla de y2.

» Con Scipy, se obtiene fiacilmente

import st

N1 cdf (

» También existen online calculadores:

https://www.easycalculation.com/statistics/statistics.php
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Poblacién finita

» Sea una poblacién de N objetosy p € [0,1] la
proporcién de elementos que tienen una caracteristica
dada.

» Una muestra aleatoria de n objetos es un conjunto de
objetos {X1, Xo,..., X, } eligidos con probabilidad
uniforme, es decir que cada de los (JZ ) subconjuntos
tienen la misma probabilidad.

» Claramente, X1, Xo, ..., X;, no son independentes,
porque siguen una distribucién hipergeométrica (sin
reemplazo);

» Pero cuando N es grande, la dependencia vuelve casi
nulla y tiende hacia una distribucién binomial.

» Entonces, se puede utilizar la aproximacién normal.
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Ejemplo (1/2)

» Suponemos que 45 % de una poblacién prefiere un
candidato para las proximas elecciones.

» Sea una muestra de 200 personas elegidas al azar.
» Calculen

1. (a) la esperanza y la varianza del nimero de
personas de la muestra que prefieren el candidato.

2. (b) la probabilidad que més que la mitad de las
personas prefieren el candidato.
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Ejemplo (1/2)

» Suponemos que 45 % de una poblacién prefiere un
candidato para las proximas elecciones.

» Sea una muestra de 200 personas elegidas al azar.
» Calculen

1. (a) la esperanza y la varianza del nimero de
personas de la muestra que prefieren el candidato.

2. (b) la probabilidad que més que la mitad de las
personas prefieren el candidato.

» Tenemos n = 200 y p = 0,45. Entonces,

X = np=90,
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Ejemplo (1/2)

» Suponemos que 45 % de una poblacién prefiere un
candidato para las proximas elecciones.

» Sea una muestra de 200 personas elegidas al azar.
» Calculen

1. (a) la esperanza y la varianza del nimero de
personas de la muestra que prefieren el candidato.

2. (b) la probabilidad que més que la mitad de las
personas prefieren el candidato.

» Tenemos n = 200 y p = 0,45. Entonces,

X = np=90,
S

= /np(1—p) = /200 0,45 - 0,55 ~ 7,0356.
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Ejemplo (2/2)

» X es binomial con pardmetros n = 200 y p = 0,45.
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Ejemplo (2/2)

» X es binomial con pardmetros n = 200 y p = 0,45.

» Se puede aproximar con la distribucién normal:

P(X > 101)
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Ejemplo (2/2)

» X es binomial con pardmetros n = 200 y p = 0,45.

» Se puede aproximar con la distribucién normal:

P(X >101) = P(X >100,5)
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Ejemplo (2/2)

» X es binomial con pardmetros n = 200 y p = 0,45.

» Se puede aproximar con la distribucién normal:

P(X >101) = P(X >100,5)

Q

X —90 _ 1005 — 90
7,0356 —  7,0356
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Ejemplo (2/2)

» X es binomial con pardmetros n = 200 y p = 0,45.

» Se puede aproximar con la distribucién normal:

P(X >101) = P(X >100,5)

Q

X —90 _ 1005 — 90
7,0356 —  7,0356

Q

P(Z > 1,4924)
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Ejemplo (2/2)

» X es binomial con pardmetros n = 200 y p = 0,45.

» Se puede aproximar con la distribucién normal:

P(X >101) = P(X >100,5)

Q

X —90 _ 1005 — 90
7,0356 —  7,0356

P(Z > 1,4924)

Q

~ 0,0678.

A. Blondin Massé (UQAC) Capitulo 5 43 / 43



	Teorema del límite central
	La media muestral
	Las distribuciones 2 y Student
	La varianza muestral
	Muestras de población

