Cap. 4 : Distribuciones conocidas

Alexandre Blondin Massé

Departamento de Informética y Matematica
Université du Québec a Chicoutimi

17 de junio del 2015
Modelado de sistemas aleatorios
Ingenieria de sistemas, produccién y ambiental

A. Blondin Massé (UQAC) Capitulo 4 1/ 66



Tabla de contenidos

1. Distribuciéon de Bernoulli y binomial
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Variable de Bernoulli

Definicién
Sea un experimento con dos resultados posibles: «éxito» y

«fracaso». Sea X la variable aleatoria cuya funcion de
probabilidad es

P(X =1)= p; sii=1;
1—p, st1=0.

donde p es la probabilidad de un éxito. La variable X se llama
variable aleatoria de Bernoulli.
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Esperanza y varianza de una variable de Bernoulli

» Sea X una variable de Bernoulli de parametro p;

» La esperanza de X es

EX] = 1-P(X=1)+0-P(X =0)
= P(X=1)
= p.

» La varianza es

Var(X) = FE[X?] - E[X])?

= E[X]- E[X])?
= p—p°
= p(l-p)
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Repeticion de experimentos de Bernoulli

> Se lanza una moneda 5 veces.
> ;Cudl es la probabilidad que obtenemos 2 caras?
» Cara se considera un éxito y cruz un fracaso.

» Los C(5,2) resultados posibles son

FFPPP,FPFPP,FPPFP,FPPPF, PFFPP,
PFPFP, PFPPF, PPFFP, PPFPF, PPPFF.

» La probabilidad de un éxito es 1/2 y la de un fracaso es
1-1/2=1/2.

» Consecuamente, la probabilidad que se obtiene 2 caras
cuando se lanza un dado 5 veces es

5\ (1\* 1\ 5
SIONONES SO
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Distribucién binomial (1/2)

Definicién

Sea un experimento de Bernoulli con probabilidad de éxito p.
Suponemos que el experimento se repite n veces. Sea X la
variable aleatoria que cuenta el numero de éxitos obtenidos entre
los n experimentos. Dicemos que X es una variable aleatoria
binomial de pardmetros (n,p) y se escribe X ~ B(n,p).

Teorema

Si X es una variable binomial de parametros (n,p), entonces la
funcion de probabilidad de X es

para i =0,1,....,n.

A. Blondin Massé (UQAC) Capitulo 4 6 / 66



Distribucién binomial (2/2)

Distribucion binomial de parametros n = 15 y p = 0.1

Distribucion binomial de parametros n = 15 y p = 0.5
T
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Ejemplo (1/2)

» Una empresa vende discos por paquetes de 10.

> Si 2 discos o mas de un mismo paquete son defectuosos,
el paquete es libre.

» Suponemos que la probabilidad que un disco sea
defectuoso es 0,01 (de manera independente).

> ;Cuadl es la probabilidad que un cliente que compra 3
paquetes obtenga 1 libre?
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Ejemplo (2/2)

» Sea X la variable aleatoria que cuenta el nimero de discos
defectuosos en un paquete dado.
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Ejemplo (2/2)

» Sea X la variable aleatoria que cuenta el nimero de discos
defectuosos en un paquete dado.

» Entonces X ~ B(10;0,01).
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Ejemplo (2/2)

» Sea X la variable aleatoria que cuenta el nimero de discos
defectuosos en un paquete dado.

» Entonces X ~ B(10;0,01).

» La probabilidad que un conjunto es libre es
P(X >2)
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Ejemplo (2/2)

» Sea X la variable aleatoria que cuenta el nimero de discos
defectuosos en un paquete dado.

» Entonces X ~ B(10;0,01).

» La probabilidad que un conjunto es libre es
P(X>2) = 1-P(X<1)
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Ejemplo (2/2)

» Sea X la variable aleatoria que cuenta el nimero de discos
defectuosos en un paquete dado.

» Entonces X ~ B(10;0,01).

» La probabilidad que un conjunto es libre es
P(X>2) = 1-P(X<1)

= 1-P(X=0)-P(X=1)
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Ejemplo (2/2)

» Sea X la variable aleatoria que cuenta el nimero de discos

defectuosos en un paquete dado.

» Entonces X ~ B(10;0,01).

» La probabilidad que un conjunto es libre es

P(X >2)
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Ejemplo (2/2)

» Sea X la variable aleatoria que cuenta el nimero de discos
defectuosos en un paquete dado.

» Entonces X ~ B(10;0,01).

» La probabilidad que un conjunto es libre es
P(X>2) = 1-P(X<1)

= 1-P(X=0)-P(X=1)

1= () 001099 - (V) 0,00 0,997

Q

0,00427.
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Ejemplo (2/2)

» Sea X la variable aleatoria que cuenta el nimero de discos
defectuosos en un paquete dado.

» Entonces X ~ B(10;0,01).

» La probabilidad que un conjunto es libre es
P(X>2) = 1-P(X<1)

= 1-P(X=0)-P(X=1)

1= () 001099 - (V) 0,00 0,997

Q

0,00427.

» Sea Y el numero de paquetes libres.
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Ejemplo (2/2)

» Sea X la variable aleatoria que cuenta el nimero de discos
defectuosos en un paquete dado.

v

Entonces X ~ B(10;0,01).

v

La probabilidad que un conjunto es libre es
P(X>2) = 1-P(X<1)

= 1-P(X=0)-P(X=1)
- 1- (100) (0,01)°(0,99)1° — (110) (0,01)1(0,99)°

~ 0,00427.

v

Sea Y el numero de paquetes libres.

v

Entonces Y ~ B(3;0,00427), de tal manera que
3
PY=1)= (1) (0,00427)(0,99573)2 ~ 0,0127.
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Esperanza y varianza de una variable binomial

> Sea X una variable aleatoria binomial;

» Entonces .
X=> X
i=1

donde X; es una variable de Bernoulli, para
1=1,2,...,n

» Consecuamente
n
=Y EX]=p+p+---+p=np.

» También, como los X; son independentes, tenemos

Var[X ZVar p(1—p)+---+p(1—p) = np(1 — p).
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Tabla de contenidos

2. Distribucién de Poisson
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Definicién

Definicién

Sea X una variable aleatoria cuya funcion de probabilidad es

A
P(Xzi)ze_)‘,—', i=0,1,2,...,
1.

donde XA > 0 es un numero real. Entonces X se llama variable
de Poisson de parametro \.

Nota

Introducida por Siméon Denis Poisson en un libro
«Recherches sur la probabilité des jugements en matiére
criminelle et en matiére civile» publicado en 1837.
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Graficos
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Esperanza y varianza

Teorema

Sea X wuna variable aleatoria de Poisson de pardmetro \.
Entonces

E[X] = Var(X) = \.

Demostracion

)\i
E[X] = ZiP(Xzi)zZie_’\F
i=0 i=0 ’
> )il O
A A
- )\Z(i—l)!_ D%
=1 i=0
= e Mt =)

La varianza se obtiene de manera similar.
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Aplicaciones

Teorema

Sea una variable binomial de pardmetros (n,p) donde n es
grande y p es pequeno. Se puede aproximar la variable por
una variable de Poisson de pardmetro X = np.

Hay varias situaciones en las que hay una variable de
Poisson:

» El ntimero de errores en una pagina de un libro;

» El niamero de clientes que entran en una tienda dentro de
una hora (o un dia);

» El nimero de estrellas en un determinado volumen de
espacio, etc.
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Ejemplos (1/3)

» Suponemos que el nimero promedio de accidentes que
suceden en una parte de una carretera por semana es 3.

» ;Cudl es la probabilidad que hay al menos 1 accidente
esta semana?
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Ejemplos (1/3)

» Suponemos que el nimero promedio de accidentes que
suceden en una parte de una carretera por semana es 3.

» ;Cudl es la probabilidad que hay al menos 1 accidente
esta semana?

» Sea X el numero de accidentes que suceden esta semana.
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Ejemplos (1/3)

» Suponemos que el nimero promedio de accidentes que
suceden en una parte de una carretera por semana es 3.

» ;Cudl es la probabilidad que hay al menos 1 accidente
esta semana?

» Sea X el numero de accidentes que suceden esta semana.

» Suponemos que X ~ Poisson(\), donde A = 3. Entonces

P(X>1) = 1-P(X=0)
33

0!
= 1-¢2=0,9502.
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Ejemplos (2/3)

» El niamero de reclamaciones tramitadas por una compania
de seguros cada dia es 5.

» ;Cuadl es la probabilidad que haya menos de 3
reclamaciones el dia siguiente?

> ;Cual es la probabilidad que haya exactamente 4
reclamaciones en 3 de los 5 dias siguientes?
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Ejemplos (2/3)

» El niamero de reclamaciones tramitadas por una compania
de seguros cada dia es 5.

» ;Cuadl es la probabilidad que haya menos de 3
reclamaciones el dia siguiente?

> ;Cual es la probabilidad que haya exactamente 4
reclamaciones en 3 de los 5 dias siguientes?

» Sea X el numero de reclamaciones tramitadas un dia dado.
Entonces X ~ Poisson()), donde A =5y
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Ejemplos (2/3)

» El niamero de reclamaciones tramitadas por una compania
de seguros cada dia es 5.

» ;Cuadl es la probabilidad que haya menos de 3
reclamaciones el dia siguiente?

> ;Cual es la probabilidad que haya exactamente 4
reclamaciones en 3 de los 5 dias siguientes?

» Sea X el numero de reclamaciones tramitadas un dia dado.
Entonces X ~ Poisson()), donde A =5y

P(X<3) = P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)
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Ejemplos (2/3)

» El niamero de reclamaciones tramitadas por una compania
de seguros cada dia es 5.

» ;Cuadl es la probabilidad que haya menos de 3
reclamaciones el dia siguiente?

> ;Cual es la probabilidad que haya exactamente 4
reclamaciones en 3 de los 5 dias siguientes?

» Sea X el numero de reclamaciones tramitadas un dia dado.
Entonces X ~ Poisson()), donde A =5y

P(X<3) = P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)
50 51 52
-5 -5 -5
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Ejemplos (2/3)

» El niamero de reclamaciones tramitadas por una compania
de seguros cada dia es 5.

» ;Cuadl es la probabilidad que haya menos de 3
reclamaciones el dia siguiente?

> ;Cual es la probabilidad que haya exactamente 4
reclamaciones en 3 de los 5 dias siguientes?

» Sea X el numero de reclamaciones tramitadas un dia dado.
Entonces X ~ Poisson()), donde A =5y

P(X<3) = P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)

50 51 52

_ -5 —-5Y —-5Y

R TR TR T
37

= 76_5 ~ 0,1247.
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Ejemplos (3/3)

» Ahora, la probabilidad que haya 4 reclamaciones un dia

dado es
4

P(X = 4) =7 %Nonss
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Ejemplos (3/3)

» Ahora, la probabilidad que haya 4 reclamaciones un dia

dado es
4

P(X = 4) =7 %~01755

> Sea Y el ntimero de dias en los 5 siguientes que tendran
exactamente 4 reclamaciones.
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Ejemplos (3/3)

» Ahora, la probabilidad que haya 4 reclamaciones un dia

dado es
4

P(X = 4) =7 %Nonss

> Sea Y el ntimero de dias en los 5 siguientes que tendran
exactamente 4 reclamaciones.

» Entonces Y ~ B(n,p) donden =5y p=P(X =4).
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Ejemplos (3/3)

v

Ahora, la probabilidad que haya 4 reclamaciones un dia

dado es
4

P(X = 4) =7 %~01755

v

Sea Y el nimero de dias en los 5 siguientes que tendran
exactamente 4 reclamaciones.

v

Entonces Y ~ B(n,p) donde n =5y p= P(X =4).

v

La probabilidad buscada es

5
(3) (0,1755)(0,8245)% ~ 0,0367.
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Sumas de variables de Poisson

» Sean X; y X dos variables de Poisson de pardmetros \; y
A9 respectivamente;

» Suponemos que X; y X5 son independentes;

» Entonces X = X7 + X5 es también una variable de Poisson
de pardmetro A = A1 + Ao.

Teorema

Si X; es una variable de Poisson de pardmetro \; para
t=1,2,...,n, entonces

es una variable de Poisson de pardmetro X =Y " | \;.
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Tabla de contenidos

3. Distribucién hipergeométrica
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Definicién

Definicién

Sea una poblacion de M + N objetos, donde M objetos se
consideran «éxitos» y N objetos se consideran «fracasos». Se
tiran al azar n objets sin reemplazo. Sea X el nimero de
éxitos obtenidos.

La variable X se llama variable hipergeométrica de
pardmetros (N, M,n).

Teorema

Sea X una variable hipergeométrica de parametros (N, M,n).
La funcion de probabilidad de X es

(3) ()
("3

P(X =1) = i=0,1,...,min(N,n).
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Ejemplo

» Un sistema consta de 6 componentes y funciona si 4 de
los 6 componentes o mas son funcionales;

> Se eligen 6 componentes entre 20 componentes;

» Dado que 15 de los 20 componentes son funcionales, ;cudl
es la probabilidad que el sistema funcione?
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Ejemplo

» Un sistema consta de 6 componentes y funciona si 4 de
los 6 componentes o mas son funcionales;

> Se eligen 6 componentes entre 20 componentes;

» Dado que 15 de los 20 componentes son funcionales, ;cudl
es la probabilidad que el sistema funcione?

» Sea X el nimero de componentes seleccionados que
funcionan;
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Ejemplo

» Un sistema consta de 6 componentes y funciona si 4 de
los 6 componentes o mas son funcionales;

> Se eligen 6 componentes entre 20 componentes;

» Dado que 15 de los 20 componentes son funcionales, ;cudl
es la probabilidad que el sistema funcione?

» Sea X el nimero de componentes seleccionados que
funcionan;

» Entonces X ~ Hiper(N,M,n) donde N =15, M =5y
n = 6, de tal manera que

P(X>4) = P(X=4)+P(X =5)+P(X =6)
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Ejemplo

» Un sistema consta de 6 componentes y funciona si 4 de
los 6 componentes o mas son funcionales;

> Se eligen 6 componentes entre 20 componentes;

» Dado que 15 de los 20 componentes son funcionales, ;cudl
es la probabilidad que el sistema funcione?

» Sea X el nimero de componentes seleccionados que
funcionan;

» Entonces X ~ Hiper(N,M,n) donde N =15, M =5y
n = 6, de tal manera que

P(X>4) = P(X=4)+P(X =5)+P(X =6)

GIGE (15(?0()% S0 _ g sesr
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Esperanza y varianza

Teorema

Sea X wuna variable aleatoria hipergeométrica de pardmetros
(N, M,n). Entonces

niN
E N+ M

nN M n—1
Var(X) = ——— (1-—-2—"°- ).
ar(X) (N+M)2( N+M—1>
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Relacién entre binomial y hipergeométrica

» La esperanza y la varianza de la distribucién
hipergeométrica son

niN
ElX] = N+ M

niNM n—1
Var(X) = Nz <1_N+M—1>'

» Sip=N/(N + M), entonces 1 —p= M/(N + M) y

E[X] = np
Var(X) = np(1l-p) (1—#@).

> ;Qué pasa si N + M — oo?
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Tabla de contenidos

4. Distribucion uniforme
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Definicién

Definicién

Sea X una variable aleatoria cuya funcion de densidad es

1 )
f@)= 4 B-a’ sia<x < fB;

0, de otra manera.

Dicemos que X es una variable uniforme de pardmetros

(@, B).
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Funcion de densidad

Distribucion uniforme de parametros (o, 8) = (1, 3)
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Propiedades de la distribucién uniforme

» Para cada intervalo [a,b] C |o, f],
tenemos

b —a P(15 < X <2.25) si X es uniforme de parametros (a, 8) = (1,3)
Pla< X <b) = Y
/8 -« 05 | 4

04 4

» La esperanza de una variable
uniforme X es

03 4

02 =

E[X] = . " f

» La varianza de X es

(6~ 0)

Var(X) = B
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Ejemplo

» Sea X una variable uniforme de pardmetros [0, 10].

» Entonces

A. Blondin Massé (UQACQC)
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Tabla de contenidos

5. Distribucién normal
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Definicién

Definicién
Sean p y o dos numeros reales, con o > 0. Se escribe
X ~ N(u,0?) si X es una variable aleatoria cuya densidad es

f(z) = 21 e_(z_“)2/2”2, para x € R.
o

Se dice que X tiene una distribucion normal (o
gaussana) de pardmetros (u,c?).
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Funcion de densidad

Distribucion normal de pardmetros i1 =0y 7 =
0.6 T T T T

Distribucion normal de parmetros =0 y o
0.6 T T T T

04 b

03 k-

0.2

01 F

A. Blondin Massé (UQAC)

Distribucién normal de parémetros =0y o =

06 T T T T

04 R

03 -

0.2 R

01k

-3 -2 -1 0 1

Distribucion normal de pardmetros 1 =1y o
06 T T T T

04 R

0.3 R

Capitulo 4

33 / 66



Distribucion normal en la naturaleza

» Introducida en 1733 por A. de Moivre para approximar
la distribucién binomial;

» Un hecho notable es que todo fenémeno aleatorio
converge hacia una distribucién normal (Teorema del
limite central);

» Ejemplos donde se encuentra:
» El tamano de una persona;
» La velocidad de una molécula de gas;

» El error cuando se mide algo, etc.
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Esperanza y varianza

Teorema

Sea X ~ N (u,0?). Entonces

Teorema

Sea X ~ N (p,0?). Entonces

1. La variable Y = aX + b es una variable normal de
pardmetros (au + b, a?0?), para a,b € R, a # 0;

2. La variable
X—p

g

7 =

es una variable normal de pardmetros (0,1).
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La distribucion normal estandar

. Tabla de los valores de la funcién de distribucién
~N
> Sea’ Z 07 1 ) acumulada de una variable normal estandar

Sea Z ~N(0,1). Cada entrada de la tabla corresponde a Ia probabilidad P(Z < =

Por ejemplo,
P(Z < 1.47) = 00202,

» Dicemos que Z es una e o e et e el 4 e b colus 007

. » 7WWW 0.03 [ 005 006 007 008 000
variable normal estandar el el e e e e

03018

o normalizada);
9 !
» Sea X ~ N(u,0%); 0
:
» Entonces
i
o

0.0981 | 0.
T
0.9092
0.0091
0.999
0.0097

» Es posible calcular todos los
valores de X en funcién de 3o ::K::g oo b | o

o001 | 09901
0.9993 | 09991
09995 | 09995

7| 09999 | 0. 0.0999 9990
35 | 09999 | 09999 | 0.9999 | 0.0990 | 0.9900 999
;/7, 50 | L0000 | 20000 | 10000 | 10000 | 10000 | L0000 | 20000 | 20000 | 1000 | 10000

?
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Ejemplo (1/2)

» Sea X una variable normal de media p = 3 y de varianza
2
o“ =16.

» Deseamos calcular (a) P(X < 11) (b) P(X > —1) y (c)
P2<X<T).
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Ejemplo (1/2)

» Sea X una variable normal de media p = 3 y de varianza
2
o“ =16.

» Deseamos calcular (a) P(X < 11) (b) P(X > —1) y (c)
P2<X<T).

» Sea Z ~ N(0,1). Entonces

X—p 11—
P(X <11) = P( g “)
g (o

P(Z<2)
~ 0,9772.

A. Blondin Massé (UQAC) Capitulo 4 37 / 66



Ejemplo (2/2)

» Ahora, obtenemos

P(X > —1)
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Ejemplo (2/2)

» Ahora, obtenemos

P(X >-1) = P(X_3> _1_3>

4 4
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Ejemplo (2/2)

» Ahora, obtenemos

4 ~ 4
= P(Z>-1)

P(X >-1) = P(X_3 _1_3>
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Ejemplo (2/2)

» Ahora, obtenemos

P(X >-1) = P(

» Finalmente,

P2<X <)
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Ejemplo (2/2)

» Ahora, obtenemos

X-3 -1-3

P(X>-1) = P( I I >
= P(Z>-1)

= P(Z<1)~0,8413.

» Finalmente,

2-3 X-3 7-3
P(2<X<7)_P(4 <= < 4)
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Ejemplo (2/2)

» Ahora, obtenemos

X-3 -1-3

P(X>-1) = P( I I >
= P(Z>-1)

= P(Z<1)~0,8413.

» Finalmente,
2-3 X-3 17-3
P(2<X<7)_P(4 <= < 4)
= P(-025<Z<1)
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Ejemplo (2/2)

» Ahora, obtenemos

X-3 -1-3

P(X>-1) = P( I I >
= P(Z>-1)

= P(Z<1)~0,8413.

» Finalmente,

2-3 X-3 7-3
P2<X<T7) = P( T <71 <1 )
= P(-025<Z<1)

= P(Z<1)—P(Z< —0,25)
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Ejemplo (2/2)

» Ahora, obtenemos

P(X >-1) =

~
7 N
S
=~
(98]
|
[
=1
(98]
N————

= P(Z>-1)
(Z < 1)~ 0,8413.

|
>

» Finalmente,

2-3 X-3 7-3
P2<X<T7) = P( i < < )
P

4 4
= (—0 < Z<1)
= P(Z<1)—-P(Z < —0,25)
= P(Z<1)—P(Z>0,25)
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Ejemplo (2/2)
» Ahora, obtenemos

P(X > —1)

» Finalmente,

P2<X<T7) =

A. Blondin Massé (UQAC)

X-3 -1-3
= P
)
= P(Z>-1)
= P(Z<1)=~0,8413.

(2—3 - X-3 - 7—3)
4 4 4
(0,25 < Z < 1)

P(Z <1)—P(Z < —0,25)
P(Z <1)—P(Z >0,25)
P(Z<1)—(1-P(Z<0,25))

P
P

Capitulo 4
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Ejemplo (2/2)
» Ahora, obtenemos

P(X > —1)

» Finalmente,

P2<X<T7) =

A. Blondin Massé (UQAC)

X-3 -1-3
= P
)
= P(Z>-1)
= P(Z<1)=~0,8413.

(2—3 - X-3 - 7—3)
4 4 4

(0,25 < Z < 1)

P(Z <1)—P(Z < —0,25)

P(Z <1)—P(Z >0,25)

P(Z<1)—(1-P(Z<0,25))

0,8413 + 0,5987 — 1 = 0,4400.

P
P

Capitulo 4

38 / 66



Suma de variables normales

Sea X; una variable normal de pardmetros (u;, JZ-Q) para

i =1,2,...,n. Entonces la variable aleatoria
n
X=> X
=1

es una variable normal de pardmetros (p, 0?), donde
n
Bo= Zﬂz‘
i=1
n
2 = Yo
i=1
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Ejemplo (1/3)

» El “National Oceanic and Atmospheric
Administration” (NOAA) tiene datos sobre la cantidad de
precipitacién anual en Los Angeles;

» Tiene una distribucién normal de media 12,08 y de
desviacién estandar 3,1 (en pulgadas).

» ;Cual es la probabilidad que la cantidad total de
precipitacién para los 2 préximos anos sea mas que 25
pulgadas?

> ;Cuadl es la probabilidad que haya 3 o mas pulgadas de
mas el ano préximo que en dos anos?
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Ejemplo (1/3)

» El “National Oceanic and Atmospheric
Administration” (NOAA) tiene datos sobre la cantidad de
precipitacién anual en Los Angeles;

» Tiene una distribucién normal de media 12,08 y de
desviacién estandar 3,1 (en pulgadas).

» ;Cual es la probabilidad que la cantidad total de
precipitacién para los 2 préximos anos sea mas que 25
pulgadas?

> ;Cuadl es la probabilidad que haya 3 o mas pulgadas de
mas el ano préximo que en dos anos?

» Sean X y Xo la cantidad total de precipitacién para los
dos préximos anos.
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Ejemplo (2/3)

» Sea X = X7 + Xo.
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Ejemplo (2/3)

» Sea X = X7 + Xo.

» Suponemos que X7 y X9 son independentes.
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Ejemplo (2/3)

» Sea X = X7 + Xo.
» Suponemos que X7 y X9 son independentes.

» Entonces X es normal de media 212,08 = 24,16 y
varianza 2 - (3,1)% = 19,22.
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Ejemplo (2/3)

» Sea X = X7 + Xo.
» Suponemos que X7 y X9 son independentes.

» Entonces X es normal de media 212,08 = 24,16 y
varianza 2 - (3,1)% = 19,22.

» Obtenemos

P(X; + X3 > 25)
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Ejemplo (2/3)

» Sea X = X7 + Xo.
» Suponemos que X7 y X9 son independentes.

» Entonces X es normal de media 212,08 = 24,16 y
varianza 2 - (3,1)% = 19,22.

» Obtenemos

P(X1+ X2 >25) = P<X1+X2—24,16 25—24,16)

>
V19,22 V19,22
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Ejemplo (2/3)

» Sea X = X7 + Xo.
» Suponemos que X7 y X9 son independentes.

» Entonces X es normal de media 212,08 = 24,16 y
varianza 2 - (3,1)% = 19,22.

» Obtenemos

P(X1+ X2 >25) = P<X1+X2—24,16 25—24,16)

V19,22 Z /19,22
P(Z > 0,1916)
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Ejemplo (2/3)

» Sea X = X7 + Xo.
» Suponemos que X7 y X9 son independentes.

» Entonces X es normal de media 212,08 = 24,16 y
varianza 2 - (3,1)% = 19,22.

» Obtenemos

P(X1+ X2 >25) = P<X1+X2—24,16 25—24,16)

V19,22 Z /19,22
P(Z > 0,1916)

1—- P(Z <0,1916)
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Ejemplo (2/3)

» Sea X = X7 + Xo.

» Suponemos que X7 y X9 son independentes.

» Entonces X es normal de media 212,08 = 24,16 y
varianza 2 - (3,1)% = 19,22.

» Obtenemos

P(X; + X3 > 25)

donde Z ~ N(0,1).

A. Blondin Massé (UQAC)

p X+ X2 2416 252416
V19,22 V19,22

P(Z > 0,1916)
1— P(Z <0,1916)

0,4247.

Capitulo 4 41 / 66



Ejemplo (3/3)

» Ahora, buscamos P(X; > X3 + 3).
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Ejemplo (3/3)

» Ahora, buscamos P(X; > X3 + 3).

» Notamos que — X5 es una variable normal de media —12,08
y de varianza (—1)%(3,1)%.
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Ejemplo (3/3)

» Ahora, buscamos P(X; > X3 + 3).

» Notamos que — X5 es una variable normal de media —12,08
y de varianza (—1)%(3,1)%.

» Consecuamente, X; — X5 est normal de media 0 y de
varianza 19,22.
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Ejemplo (3/3)

» Ahora, buscamos P(X; > X3 + 3).

» Notamos que — X5 es una variable normal de media —12,08
y de varianza (—1)%(3,1)%.

» Consecuamente, X; — X5 est normal de media 0 y de
varianza 19,22.

» Entonces

P(Xl >X2+3)
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Ejemplo (3/3)

» Ahora, buscamos P(X; > X3 + 3).

» Notamos que — X5 es una variable normal de media —12,08
y de varianza (—1)%(3,1)%.

» Consecuamente, X; — X5 est normal de media 0 y de
varianza 19,22.

» Entonces

P(X1>X2—|—3) = P(Xl—X2>3)
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Ejemplo (3/3)

» Ahora, buscamos P(X; > X3 + 3).

» Notamos que — X5 es una variable normal de media —12,08
y de varianza (—1)%(3,1)%.

» Consecuamente, X; — X5 est normal de media 0 y de
varianza 19,22.

» Entonces
P(X1>Xy+3) = P(X1—X2>3)

_ Xl—X2> 3
N V19,22 7 /19,22
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Ejemplo (3/3)

» Ahora, buscamos P(X; > X3 + 3).

» Notamos que — X5 es una variable normal de media —12,08
y de varianza (—1)%(3,1)%.

» Consecuamente, X; — X5 est normal de media 0 y de
varianza 19,22.

» Entonces
P(X1>Xy+3) = P(X1—X2>3)

_ X — X, . 3
N V19,22 7 /19,22
= P(Z > 0,6843)
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Ejemplo (3/3)

» Ahora, buscamos P(X; > X3 + 3).

» Notamos que — X5 es una variable normal de media —12,08
y de varianza (—1)%(3,1)%.

» Consecuamente, X; — X5 est normal de media 0 y de
varianza 19,22.

» Entonces
P(X1>Xy+3) = P(X1—X2>3)

P X — X, . 3
N V19,22 7 /19,22
= P(Z > 0,6843)

~ 0,2469.

A. Blondin Massé (UQAC) Capitulo 4 42 / 66



Tabla de contenidos

6. Distribuciéon exponencial
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Definicién

Sea A > 0 y X una variable aleatoria continua cuya densidad es

o) = {0, st x <0;

e ™ six > 0.

Dicemos que X es una variable exponencial de parametro

.
Teorema

La FDA de una variable exponencial X de pardmetro X es

0, st x < 05
1—e ™ siz>0.
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Esperanza y varianza

Teorema

Sea X una variable exponencial de pardmetro \. Entonces

E[X] =

Var(X) =

M = >l
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Falta de memoria

Definicion

Sea X wuna variable aleatoria. Se dice que X no tiene
memorta si

P(X>s+t| X >t)=P(X >s), paratodoss,t>0.

Teorema

Sea X una variable aleatoria continua. Entonces X es
exponencial si y solo si X no tiene memoria.

Nota

La distribucion exponencial es muy util para simular la
llegada de personas, clientes, objetos, etc.
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Ejemplo

» Suponemos que el nimero de kilométros recorridos por
un carro antes de que la bateria deja de funcionar tiene une
distribucién exponencial de pardmetro A = 1/10000.

» Alguién quiere viajar en 5000km.

» ;Cudl es la probabilidad que no tiene que cambiar su
bateria?
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Ejemplo

» Suponemos que el nimero de kilométros recorridos por
un carro antes de que la bateria deja de funcionar tiene une
distribucién exponencial de pardmetro A = 1/10000.

» Alguién quiere viajar en 5000km.

» ;Cudl es la probabilidad que no tiene que cambiar su
bateria?

» Sea X el nimero de kilométros antes de cambiar la bateria.
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Ejemplo

» Suponemos que el nimero de kilométros recorridos por
un carro antes de que la bateria deja de funcionar tiene une
distribucién exponencial de pardmetro A = 1/10000.

» Alguién quiere viajar en 5000km.

» ;Cudl es la probabilidad que no tiene que cambiar su
bateria?

» Sea X el nimero de kilométros antes de cambiar la bateria.

» Entonces X ~ Exp(1/10000).
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Ejemplo

» Suponemos que el nimero de kilométros recorridos por
un carro antes de que la bateria deja de funcionar tiene une
distribucién exponencial de pardmetro A = 1/10000.

» Alguién quiere viajar en 5000km.

» ;Cudl es la probabilidad que no tiene que cambiar su
bateria?

» Sea X el numero de kilométros antes de cambiar la bateria.
» Entonces X ~ Exp(1/10000).

» Consecuamente, la probabilidad buscada es

P(X >5000) =1 — F(5) = e 00 = ¢71/2  0,604.
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Tabla de contenidos

7. Distribucién conjunta
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Definicién

Sean X yY dos variables aleatorias. La FDA conjunta de X
ydeY es

F(z,y)=P(X <,Y <y).

> Si conocemos la FDA conjunta de X y de Y, entonces se
puede deducir las FDA individuales de X y de Y.

» De hecho,

Fx(z) = P(X <x)
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Variables aleatorias discretas

Definicion

Sean X y Y wariables discretas que pueden tomar los valores 1,
To, T3, --- Y Y1, Y2, Y3, ... respectivamente. La funcion de
probabilidad conjunta de X y de Y es
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Ejemplo (1/2)

> Se eligen 3 baterias al azar en un grupo de 3 nuevas
baterias, 4 baterias usadas, pero funcionales y 5
baterias defectuosas.

» Sean X y Y el nimero de baterias nuevas y usadas
respectivamente.

» Entonces la funcién de probabilidad conjunta de X y de

Y es
p(0,0) = @ / <132> — 10/220
o = ()0)/(2) -
p(0,2) = (g) (f) / (132> = 30/220
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Ejemplo (2/2)

» En el caso finito, de vez en cuando, es mas facil presentar

la funcién de probabilidad conjunta con una tabla:

i J 0 1 2 3 P(X =)
0 10/220  40/220  30/220  4/220 84/220
1 30/220  60/220  18/220 0 108/220
2 15/220  12/220 0 0 27/220
2 1/220 0 0 0 1/220
P(Y =j) | 56/220 112/220 48/220  4/220 1
A. Blondin Massé (UQAC) Capitulo 4
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Variables aleatorias continuas

~ e ey
S S R

Definicién

Sean X y Y wariables continuas. La funcion de densidad
congunta de X y de'Y es la funcion f(x,y) que satisface

P(X,Y)e ()= / f(z,y)dzdy.
(zy)e
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Densidad conjunta (1/3)

» Sean X y Y dos variables aleatorias de densidad
conjunta

2e %e~ %, six,y>0;

0, sinon.

» Calculen

(a) PX >1,Y <)y
(b) P(X <Y).
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Densidad conjunta (2/3)

Obtenemos

1 00
PX>1Y<1l) = / (/ 2e_xe_2yd:r) dy
o \J1
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Densidad conjunta (2/3)

Obtenemos

1 o0
PX>1Y<1l) = / (/ Qe_xe_de:L’> dy
0 1
1 o)
= 2 </ e_dey> (/ e_zdx)
0 1
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Densidad conjunta (2/3)

Obtenemos

1 o0
PX>1Y<1l) = / (/ Qe_xe_de:L’> dy
0 1
1 o)
= 2 </ e_dey> (/ e_zdx)
0 1

el

()
2 0
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Densidad conjunta (2/3)

Obtenemos

1 00
PX>1Y<1l) = / (/ Qe_xe_de:L’> dy
o \J1
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Densidad conjunta (2/3)

Obtenemos

1 00
PX>1Y<1l) = / (/ Qe_xe_de:L’> dy
o \J1
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Densidad conjunta (2/3)

Obtenemos

1 00
PX>1Y<1l) = / (/ Qe_xe_de:L’> dy
o \J1
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Densidad conjunta (3/3)

Obtenemos

P(X<Y) = / / 2e Ye Y dxdy
{(@y)le<y}
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Densidad conjunta (3/3)

Obtenemos

P(X<Y) = / / 2e Ye Y dxdy
{(@y)le<y}

00 y
= / 2e~2Y (/ exdaz> dy
0 0
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Densidad conjunta (3/3)

Obtenemos

P(X<Y) = / / 2e Ye Y dxdy
{(@y)|lz<y}
00 y
= / 2e~2Y (/ exdaz> dy
0 0

o0
= / 26_2y ‘ydy
0
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Densidad conjunta (3/3)

Obtenemos

P(X<Y) = / / 2e e~ Wdxdy
{(z,y)|z<y}
= / 2e~2Y (/ xdx) dy
0
= / 26_2y ‘ydy
0

= / 2e” 2 (—e™Y 4 1)dy
0

g

g
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Densidad conjunta (3/3)

Obtenemos

P(X<Y) = / / 2e Ye Y dxdy
{(@y)|lz<y}
00 y
= / 2e~2Y (/ exdaz> dy
0 0

o0
= / 26_2y ‘ydy
0

= / 2e” 2 (—e™Y 4 1)dy
0

= 2/ (e_2y — e_Sy) dy
0

A. Blondin Massé (UQAC) Capitulo 4 56 / 66



Densidad conjunta (3/3)

Obtenemos

P(X<Y) = / / 2e Ye Y dxdy
{(@y)le<y}

00 y
= / 2e~2Y (/ exdaz> dy
0 0

oo

2e2Y(— ‘ydy

S—S—
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Independencia,

Sean X y Y wariables aleatorias. Entonces

P(X<z,Y<y) = PX<z)P(Y <y)
F(z,y) = Fx(z)Fy(y).

Si X yY son discretas, entonces su funcion de
probabilidad conjunta y las funciones de probabilidad
individuales satisfacen

p(x,y) = Px(x)Py(y), para cada x yy.

También, si X yY son continuas, entonces las funciones de
probabilidad satisfacen

f(x,y) = fx (@) fy(y), para cadaz yy.
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Ejemplo

» Suponemos que el valor de un accidén varia cada dia
segun las probabilidades siguientes:
-3 -2 -1 0 1 2 3
0.05 0.10 0.20 0.30 0.20 0.10 0.05

» Suponemos que el cambio de valor es independente de un
dia al otro.

» Sea X; la variable aleatoria indicando el cambio al dia 7.

» ;Cudl es la probabilidades que el precio aumente de 1, de 2
y de 0 punto en los tres dias siguientes?
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Ejemplo

» Suponemos que el valor de un accidén varia cada dia
segun las probabilidades siguientes:
-3 -2 -1 0 1 2 3
0.05 0.10 0.20 0.30 0.20 0.10 0.05

» Suponemos que el cambio de valor es independente de un
dia al otro.

» Sea X; la variable aleatoria indicando el cambio al dia 7.

» ;Cudl es la probabilidades que el precio aumente de 1, de 2
y de 0 punto en los tres dias siguientes?

» Obtenemos

P(X;=1,X2 =2, X3 =0)
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Ejemplo

» Suponemos que el valor de un accidén varia cada dia
segun las probabilidades siguientes:
-3 -2 -1 0 1 2 3
0.05 0.10 0.20 0.30 0.20 0.10 0.05

» Suponemos que el cambio de valor es independente de un
dia al otro.

» Sea X; la variable aleatoria indicando el cambio al dia 7.

» ;Cudl es la probabilidades que el precio aumente de 1, de 2
y de 0 punto en los tres dias siguientes?

» Obtenemos

P(X1=1,Xs=2X3=0) = P(X;=1)P(Xs=2)P(X3=0)
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Ejemplo

» Suponemos que el valor de un accidén varia cada dia
segun las probabilidades siguientes:
-3 -2 -1 0 1 2 3
0.05 0.10 0.20 0.30 0.20 0.10 0.05

» Suponemos que el cambio de valor es independente de un
dia al otro.

» Sea X; la variable aleatoria indicando el cambio al dia 7.

» ;Cudl es la probabilidades que el precio aumente de 1, de 2
y de 0 punto en los tres dias siguientes?

» Obtenemos

P(X1=1,Xs=2X3=0) = P(X;=1)P(Xs=2)P(X3=0)
= 0,20-0,10-0,30
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Ejemplo

» Suponemos que el valor de un accidén varia cada dia
segun las probabilidades siguientes:
-3 -2 -1 0 1 2 3
0.05 0.10 0.20 0.30 0.20 0.10 0.05

» Suponemos que el cambio de valor es independente de un
dia al otro.

» Sea X; la variable aleatoria indicando el cambio al dia 7.

» ;Cudl es la probabilidades que el precio aumente de 1, de 2
y de 0 punto en los tres dias siguientes?

» Obtenemos

P(X1=1,Xs=2X3=0) = P(X;=1)P(Xs=2)P(X3=0)
0,20 0,10 - 0,30
= 0,006.
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Tabla de contenidos

8. Covarianza
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Contexto

» Como para la esperanza, deseamos tener la igualdad

Var(X +Y) L Var(X) + Var(Y).
» Es fécil ver que no es el caso. Por ejemplo,

Var(X + X) = Var(2X)
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Var(X +Y) L Var(X) + Var(Y).
» Es fécil ver que no es el caso. Por ejemplo,
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Contexto

» Como para la esperanza, deseamos tener la igualdad

Var(X +Y) L Var(X) + Var(Y).
» Es fécil ver que no es el caso. Por ejemplo,

Var(X + X) = Var(2X)
= 2*Var(X)
= 4Var(X)
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Contexto

» Como para la esperanza, deseamos tener la igualdad

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

» Es fécil ver que no es el caso. Por ejemplo,

Var(X + X)

4

Var(2X)
2%Var(X)
4Var(X)

Var(X) + Var(X)

» Vamos a ver que la igualdad se satisface si X y Y son
independentes.
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Covarianza

Sean X y Y wariables aleatorias de esperanza pux y py. La
covarianza de X y deY, es

Cov(X,Y) = E[(X — pux)(Y — py)].

Teorema

Sean X yY dos variables aleatorias. Entonces

Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E]Y].
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Propiedades de la covarianza

Las propiedades siguientes son muy utiles:
ov(X,Y) = Cov(Y, X);

V( X) = Var(X);

V(a Y) =aCov(X,Y);
ov(X 4+ 2ZY)=Cov(X,Y) + Cov(Z,Y).

=~ W N

A. Blondin Massé (UQAC) Capitulo 4 62 / 66



Varianza de una suima

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y).

Demostracion

Var(X +Y) = Cov(X+Y,X+Y)
= Cov(X,X+Y)+Cov(Y, X +Y)
= Cov(X,X)+ Cov(X,Y)+ Cov(Y, X) + Cov(Y,Y)
Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y).
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Independencia,

Teorema

Si X yY son dos variables aleatorias independentes, entonces
Cov(X,Y) =0.

También,
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).
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Ejemplo

» Se lanzan 10 dados regulares.

» Sea X la suma de los dados.

» Calculen Var(X).
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Ejemplo

Se lanzan 10 dados regulares.

v

Sea X la suma de los dados.

v

v

Calculen Var(X).

v

Si X; es el resultado del dado 4, entonces sabemos que
Var(X;) = 35/12.
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Ejemplo

Se lanzan 10 dados regulares.

v

Sea X la suma de los dados.

v

v

Calculen Var(X).

v

Si X; es el resultado del dado 4, entonces sabemos que
Var(X;) = 35/12.

» Consecuamente,

Var(X ZVar _0. 2 15 29,17.
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Covarianza y correlacion

Sean X y Y variables aleatorias;

Si X tiende a aumentar mientras que Y aumenta,
entonces Cov(X,Y) serd positiva;

Si X aumenta mientras que Y disminuir, entonces
Cov(X,Y) serd negativa;

La correlacion entre X y Y es

Corr(X,Y) = Cov(X,Y)
’ Var(X)Var(Y)

Tenemos —1 < Corr(X,Y) < 1.
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